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QUESTAO 1 — ROLAMENTO

Uma bola de bilhar esférica com massa m e raio R esta inicialmente em
repouso sobre a superficie horizontal de uma mesa. No instante ¢t = 0, a
ponta de um taco atinge a bola em um ponto localizado a uma altura b
acima da linha horizontal que passa pelo seu centro C, exercendo uma forca
F' na bola durante um intervalo de tempo muito curto At. Os coeficientes
de atrito cinético e estatico entre a superficie da mesa e a bola sao p. e fi.,
respectivamente.

(a) (10%) Mostre que o momento de inércia da bola de bilhar em relagao

a um eixo que passa pelo seu centro de massa (CM) é dado por Io =
(2/5)mR2.

(b) (30%) Imediatamente apds o taco atingir a bola, a mesma adquire uma
velocidade de translacio do CM de v§™ e de rotagdao em torno do CM
de w§™. Determine a razio v§™ /w§™ nesta condigdo. Mostre que o
rolamento puro ocorre se o taco atingir a bola na posi¢ao b = (2/5)R.

Neste item o atrito é desprezivel, pois no intervalo de tempo At, F' >>

f atrito-

(c) (40%) Suponha agora que o taco atinge a bola ao longo da linha que
passa pelo seu centro (isto é, b = 0). Imediatamente apos o taco atingir
a bola, a mesma desliza sem girar com velocidade inicial de translacao
do CM igual vy e velocidade inicial de rotagao em torno do CM nula.
Devido ao atrito cinético a bola vai adquirindo um movimento de rotacao
até atingir o rolamento puro. Calcule: (i) o intervalo de tempo que a
bola leva para atingir o movimento de rolamento puro; (ii) a distancia
percorrida pela bola neste intervalo de tempo.

(d) (20%) Calcule a fragao numérica da energia cinética total que é transfor-
mada em calor desde o instante inicial até o momento que a bola atinge
o movimento de rolamento puro.
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QUESTAO 2 — MECANICA LAGRANGEANA

Uma particula de massa m est4 fixa na borda de um disco de raio r, veja a
figura. Este disco pode girar livremente em torno de um eixo que passa pelo
seu centro e se encontra na borda de um segundo disco de raio R. O disco
de raio R gira em torno de seu centro com velocidade angular constante w.
Os discos tém massa desprezivel e se encontram em um plano horizontal.

ylk m

Plano
horizontal ’

(a) (10%) Escreva as coordenadas da particula no sistema cartesiano indi-
cado na figura em termos da coordenada #, angulo entre o vetor de
modulo 7 e o vetor de moédulo R indicados na figura, e do tempo t.
Admita que em ¢t = 0 o centro do disco de raio r se encontra sobre o
elxo x positivo.

(b) (40%) Mostre que o lagrangeano da particula é dado por
1

. 1 . .
L(6,0) = §mw2R2 + §mr2(9 +w)? +mrRw(f + w) cos §

(c) (40%) Encontre a equagao de movimento da coordenada 6.

(d) (10%) Determine a frequéncia de pequenas oscilagoes de 6 em torno da
posicao de equilibrio.
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QUESTAO 3 — POTENCIAL CENTRAL

Suponha uma particula de massa m que se move em um potencial central
V(r) = —k/r, onde k é uma constante positiva.

(a) (40%) Mostre que o movimento da particula s6 depende das variaveis
r e 6. Escreva a Hamiltoniana deste sistema e determine as integrais
do movimento. Em particular, calcule a frequéncia do movimento para
uma Orbita circular de raio ry.

(b) (40%) Suponha que o raio da érbita circular ry sofra uma pequena per-
turbacao. Expanda o potencial efetivo em série de Taylor e mostre que
a particula descreve um movimento harmonico simples em torno de ry.
Determine a frequéncia de oscilacao radial deste movimento. Mostre que
esta frequéncia é igual a frequéncia do movimento circular calculada no
item (a). Sugestao: faga r = ry + ¢, onde 79 > |e|.

(c) (20%) Suponha que o potencial V(r) ¢ do tipo Yukawa, V(r) = =2e™"",
onde a e b sao constantes. Determine para que valores de r as orbitas
circulares sao estéaveis.
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QUESTAO 4 — MECANICA HAMILTONIANA

Um péndulo simples consiste em uma particula de massa m presa na ex-
tremidade de uma barra rigida de massa desprezivel e comprimento [. O
suporte do péndulo, de massa desprezivel, se move com velocidade v con-
stante ao longo de uma haste horizontal, veja a figura, pela acao de uma
for¢a varidvel (ndo indicada na figura). A haste se encontra no plano de
oscilacao do péndulo; e nao ha atrito entre o suporte do péndulo e a haste.

Sejam x a coordenada horizontal da particula em relacao a extremidade
esquerda da haste, 2’ a coordenada horizontal em relacao ao suporte, 1/
a coordenada vertical em relacao ao nivel mais baixo da particula e g a
aceleracao de queda livre, veja a figura.

(a) (40%) Mostre que para pequenas oscilacoes, |#] << lrad e 3/ ~ 0, a

lagrangeana da particula na coordenada z'(t) é dada por

Y 1 2 1 "2 ) mg ,2
L(z' &) = —mv” + —ma” + ma'v — —x (1)

2 2 21
(b) (40%) Determine a hamiltoniana H (z’, p,») em termos das coordenadas
2’ e py, onde p, ¢ 0 momento conjugado da particula em relacao a a';
e a hamiltoniana H (z,p,) em termos das coordenadas z e p,. Discuta
se H(2',py) ou H(x,p;) sdo constantes de movimento.

(c) (20%) Admita que 2/(t) = xy, cos(wt + @), com x,, e ¢ constantes,
enquanto que w = 1/¢g/l. Encontre a taxa com que a for¢a que age no
suporte realiza trabalho.




